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1. Статистические ряды данных
Методы систематизации, обработки и использования статистических данных, выявление закономерностей являются основой эконометрических исследований. Пусть требуется исследовать какой-нибудь признак, свойственный большой группе однородных объектов. Напомним основные понятия и характеристики статистических данных.

Генеральной совокупностью (генеральной выборкой) называется совокупность значений признака всех объектов данного типа, а их число N объемом совокупности. При этом предполагается, что число N большое, такое, что исследование физически невозможно. Тогда из всей совокупности выбирают ограниченное число объектов и подвергают их изучению. 
Выборочной совокупностью (выборкой) называется совокупность случайно отобранных объектов, а её объем обозначается n.

Статистические исследования позволяют распространить выводы, сделанные на основе случайной выборки, на всю генеральную совокупность исследуемых случайных величин. Это является основой выборочного метода.

1.1. Графическое представление статистических данных
Пусть из генеральной совокупности извлекается выборка объема n , причем значение признака хi наблюдается mi раз, где сумма mi равна объёму выборки n.

Статистическим распределением выборки называется перечень наблюдаемых значений и соответствующих им частот mi или относительных частот (частостей) 
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Упорядоченный в  порядке возрастания или убывания ряд значений признака с соответствующими ему частотами называют вариационным рядом.
В целях наглядности строятся различные графики статистического распределения.

Полигоном частот (относительных частот) называется ломаная линия, которая соединяет точки с координатами (xi, ni) или (xi,, wi).

Для построения гистограммы частот (относительных частот) необходимо найти границы интервалов признаков. Если данные наблюдений представляют в виде рядов с равными интервалами, то их величина находится по формуле Стэрджесса:
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где n – объем выборки;

хmax, xmin –наибольшее и наименьшее значения вариантов выборки. Гистограмма представляет собой столбчатую диаграмму. 

По оси абсцисс откладываются границы интервалов так, чтобы они покрыли все значения вариационного ряда, а по оси ординат откладываются абсолютная плотность распределения 
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 или относительную плотность 
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Аналогом функции распределения F(x) для вариационного ряда является функция накопленных частот, её обозначают F*(x) а график строят по следующему правилу:
по оси абсцисс откладывают значения признака, а по оси ординат – накопленные частоты или частости. Такую кривую иногда называют кумулятой: по данным интервального ряда на оси абсцисс откладывают точки, являющиеся верхними границами интервалов, а на оси ординат накопленные частоты (частости) соответствующих интервалов. Часто добавляют ещё одну точку, абсцисса которой соответствует левой границе первого интервала, а ордината равна нулю.

1.2. Числовые характеристики статистических распределений
Для описания статистических распределений обычно используют три вида характеристик:

1) средние, или характеристики центральной тенденции;

2) характеристики изменения вариант (рассеяния);

3) характеристики, отражающие дополнительные особенности распределений, в частности их форму.

Все эти характеристики вычисляются по результатам наблюдений и построенных вариационных рядов.

Основным видом средних характеристик является средняя арифметическая (среднее выборочное значение), определяемая по формуле:
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где хi – значение признака в вариационном ряде (дискретном или интервальном);

mi – соответствующая ему частота;

n=(mi.

Довольно часто в статистическом анализе применяют структурные или порядковые средние:

1) медиана(XMe – значение признака, разделяющее вариационный ряд на две численно равные группы, такие, что элементы первой группы строго меньше медианы, второй строго больше её значения. Можно определить графически с помощью кумуляты, так как F((XMe)=0,5;

2) мода (XMо – значение признака, которому соответствует большая частота.

Величины моды и медианы определяются по интерполяционным формулам, непосредственно из их определения, которые можно найти в дополнительной литературе.

Средние характеристики должны быть дополнены изменением вариации признака (рассеянием). Для этого рассчитываются квадраты отклонений вариант от среднего арифметического значения. Средний квадрат отклонений по данной выборке называется дисперсией и вычисляется по формуле:
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На базе дисперсии вводятся две характеристики:

1) среднее квадратическое отклонение 
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2) коэффициент вариации, равный процентному отношению среднего квадратического отклонения к значению средней арифметической исследуемой случайной величины, помогает решить вопрос об однородности выборки:
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Величина ( является чаще всего применяемой характеристикой рассеяния.

Для характеристики формы распределения вводятся моменты к-того порядка, впервые предложенные Чебышевым П. Л.:
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которые называются центральными моментами к-того порядка. Чем больше моментов для данного признака вычислено, тем точнее можно описать свойства распределения. Однако с ростом к растет влияние случайных погрешностей, поэтому на практике используются моменты до четвертого порядка.

Центральный момент третьего порядка называется асимметрией (() распределения, а четвертого – эксцесс (( ( (4 – 3).

1.3. Инструмент анализа описательная статистика и гистограмма в Excel
Наиболее полный анализ статистических данных позволяет выполнить пакет Анализ данных из меню Сервис. Если команда Анализ данных отсутствует в меню Сервис, выберите Надстройки и в появившемся списке отметьте Analysis ToolPak (Пакет анализа). В случае отсутствия этого пункта в Надстройках, вам придется установить его вручную с помощью Microsoft Excel Setup (меню Сервис > Надстройки > подключите Пакет Анализа).

При выполнении этой лабораторной работы будут использоваться инструменты Описательная статистика и Гистограмма из Анализа данных. Надо сказать, что в Excel есть набор встроенных статистических функций, которыми можно пользоваться, если нет необходимости во всех характеристиках исследуемых данных. Для вызова нужной функции необходимо выполнить действия: из меню Вставка и выбрать команду Функция и перейти к категории Статистические. 
Пример 1.1. При обследовании 50 семей получены данные о количестве детей, которые имеют БИНОМРАСП() с числом испытаний равным 10 и вероятностью успеха 0,3 (сгенерировать с помощью пакета Анализа данных). Определите средний размер семьи. Охарактеризуйте колеблемость размера семьи с помощью показателя вариации. Постройте гистограмму и функцию распределения.

Данные для решения примера задают изначально в виде таблиц и их надо поместить на лист Excel; или можно воспользоваться инструментом Анализа данных Генерация случайных чисел. 

Генерация случайных чисел позволяет быстро получить нужное количество значений одной или нескольких вариант, имеющих одно из распределений: Равномерное, Нормальное, Бернулли, Биномиальное, Пуассона и другие. Надо помнить, что каждое распределение имеет свои параметры, которые задаются пользователем. Достоверность полученных выводов в этом случае мала.
1. В меню Сервис выберите Анализ данных, а затем выделите инструмент анализа Генерация случайных чисел (найти его можно с помощью линейки прокрутки). Выделите в диалоговом окне нужный инструмент и нажмите ОК (рис. 1.1).

2. Заполните поля диалогового окна так же как на рис. 1.2 и нажмите ОК. Результатом является набор из пятидесяти чисел, которые располагаются в столбце В рис 1.3.
3. Примените инструмент Описательная статистика для поиска числовых характеристик выборочных данных, расположенных в диапазоне В2:В51. Для этого выберите инструмент анализа Описательная статистика в диалоговом окне Анализ данных рис.1.1. В одноименном диалоговом окне надо указать:

входной интервал (В2:В51), 
ячейку левого верхнего угла для вывода итогов D1,
обязательно включите опцию Итоговая Статистика.

Результат применения инструмента Описательная статистика показан на рис. 1.3. в диапазоне D1:E18.
Значения в диапазоне Е2: Е18 не обновляются в случае изменения исходных данных В2:В51.
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Рис. 1.1. Окно Инструментов Анализа данных
В столбце F рис. 1.3. приводятся встроенные функции Excel, которые позволяют получить те же результаты, что и при использовании инструмента Описательная статистика. Функции листа следует использовать, если необходим автоматический перерасчет значений числовых характеристик выборки или нет необходимости во всех значениях Описательной статистики.
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Рис 1.2. Генерация случайных чисел, имеющих биномиальное распределение числом испытаний равным 10 и вероятностью успеха 0,3
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Рис. 1.3. Результаты Описательной статистики. В столбце F приводятся встроенные функции Excel, позволяющие найти эти же характеристики.
Построение гистограммы и функции распределения можно выполнить, выбрав инструмент, Гистограмма (рис.1.1). Перед использованием этого инструмента надо решить вопрос об интервале разбиения (h – Excel называет это значение карманом, а список всех границ интервалов – интервал карманов). Вы можете найти его сами по формуле Стэрджесса или разрешить Excel разбить на равные интервалы (тогда заполнять поле Интервал карманов не надо). Включите опцию вывод графика.
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Рис. 1.4. Таблица частот, накопленных частот и их графическое представление.
Описание результатов. 
Описательная статистика содержит три результата средней характеристики исследования числа детей в пятидесяти семьях: Среднее (3,34), Моду (3) и Медиану (3). Найдем значение коэффициента вариации по формуле (1.4):
V=1,44: 3,34 *100% = 43%.

Так как 43% > 35%, можно сделать вывод, что изучаемая совокупность семей является неоднородной, чем и объясняется высокая колеблемость количества детей в семьях. В виду неоднородности семей, попавших в выборку, можно в качестве среднего использовать моду или медиану
Стандартное отклонение (1,44) – наиболее широко используемая характеристика изменения данных – измеряется в тех же единицах, что и исходные данные.
Стандартная ошибка является характеристикой достоверности среднего выборочного значения и используется в статистических исследованиях (0,20).

Эксцесс и Ассиметрия позволяют сделать вывод о незначительных отклонениях гистограммы частостей от нормально распределенной случайной величины, характеризующей количество детей в семьях с средним равным 3,34 и средним квадратическим отклонением 1,44. 
Напомним, что эталоном этих величин являются нормальное распределение (рис.1.5), для которого Ассиметрия равна нулю, а центральный момент четвертого порядка (1.5) равен трем.
Ассиметрия имеет отрицательное значение. Это означает, что гистограмма не симметрична по отношению к среднему значению выборки и имеет скос вправо, то есть количество семей имеющих менее трех детей больше, чем семей количество детей в которых больше трех.
Эксцесс тоже имеет отрицательное значение. То есть значение гистограммы в точке (х ниже аналогичного нормального распределения.
2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА
2.1.  СТАТИСТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ
Имеется случайная величина Х, закон распределения которой известен и зависит от параметров (i. Требуется на основании наблюдаемых данных оценить значения этих параметров. 
Числовые характеристики генеральной совокупности, как правило, неизвестны. Их называют параметрами генеральной совокупности (среднее, дисперсия, среднее квадратическое отклонение, доля признака генеральной совокупности объема N).

Из генеральной совокупности извлекается выборка объёма n. По данным выборки рассчитывают числовые характеристики, которые называют статистиками (выборочное среднее, выборочная дисперсия и выборочное среднее квадратическое отклонение). Статистики, полученные по различным выборкам, могут отличаться друг от друга, поэтому они являются только оценками неизвестных параметров генеральной совокупности и обозначают (*=((х1,…хn).

Обозначим через х1, х2,….хn выбранные значения наблюдаемой случайной величины (СВ) Х. Пусть на основе данных выборки получена статистика (*=((х1,…хn), которая является оценкой параметра (. Наблюдаемые значения хi случайные величины, каждая из которых распределена по тому же закону, что и случайная величина Х. Поэтому (* тоже является величиной случайной, закон распределения которой зависит от распределения СВ Х и объема выборки n. Для того, чтобы (* имела практическую ценность, она должна обладать свойствами несмещенности, состоятельности и эффективности.

Несмещенной называют оценку, для которой выполняется условие:

М((*)=(.                                                                  2.1
Состоятельной называется оценка, удовлетворяющая условию:
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Для выполнения условия 2.2 достаточно, 
[image: image16.wmf]чтобы:


[image: image17.wmf]0

)

(

D

lim

*

n

=

q

¥

®

.                                                       2.3
Эффективной считается оценка, которая при заданном объеме выборки имеет наименьшую возможную дисперсию.

Выборочная средняя является несмещенной и состоятельной оценкой генеральной средней и вычисляется по формуле (1.1).

Выборочная дисперсия найденная по формуле (1.2) является смещенной оценкой для дисперсии генеральной совокупности. 
Вводится понятие исправленной выборочной дисперсии, которая является несмещенной оценкой генеральной дисперсии и вычисляется по формуле:
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.                                               2.4
Исправленное выборочное средне квадратическое отклонение будет равно:
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Теоретическое обоснование использования этих выборочных оценок для определения характеристик генеральной совокупности дают закон больших чисел и предельные теоремы.

2.2. ОСНОВНЫЕ ВИДЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ И ФУНКЦИИ EXCEL,
 ПОЗВОЛЯЮЩИЕ ПРОВОДИТЬ СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ
Чтобы построить модели статистических закономерностей возникает необходимость использовать известные виды распределения. Каждое распределение характеризует некоторую случайную величину – результат определенного вида испытаний. С функциями, задающими  эти распределения, а также их параметрами можно познакомиться в любом учебнике по теории вероятностей. Выбранное распределение может рассматриваться только как теоретическое (генеральное), а результат опыта – как статистическое (выборочное) распределение. Последнее, в силу ограниченности числа наблюдений, будет лишь приближенно характеризовать теоретическое распределение. 
По виду гистограммы и полученным числовым характеристикам выборки делается предположение о теоретическом виде распределения исследуемого признака. Если это удается, то можно найти оценки числовых характеристик и сделать выводы о параметрах генеральной совокупности.  Если  закон распределения не возможно установить, то подбирается кривая, наилучшим образом сглаживающая данные статистического ряда. Распределения делятся на дискретные и непрерывные.
 Дискретные распределения описываются конечные набором чисел и соответствующими им частотами. Например, оценки, которые может получить студент на экзамене, описываются множеством (2, 3, 4, 5). Поэтому случайная величина Х – получить определенную оценку на экзамене будет иметь дискретное распределение

Непрерывные распределения описывают случайные величины с непрерывной областью значений. Для непрерывных распределений вероятность сопоставляется не с отдельным значением, а интервалом чисел. Непрерывные распределения в теории вероятностей задаются функцией плотности распределения f(x), которую называют плотность вероятности или функцией распределения F(x).
Площадь фигуры, ограниченной f(x) и прямыми х=c, x=d, осью ОХ определяет вероятность попадания случайной величины Х в интервал (c,d), которую обозначим Р(c < X < d). Так как вероятность в точке для непрерывного распределения равна нулю, то имеет место равенство:
Р(c < X < d) = P(c ( X < d) = Р(c < X ( d) = P(c ( X ( d).

2.2.1. НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Чаще других в статистических исследованиях применяется нормальное распределение. Теоретическим основанием к его применению служит центральная предельная теорема Ляпунова. Оно имеет два параметра: среднее (a) и стандартное отклонение ((). В дальнейшем будем использовать сокращенную запись для обозначения этого распределения X ( N(a, ().

Синтаксис функции:

Р(Х<x)=НОРМРАСП(х;среднее;стандартное_отклонение;интегральная)
F(X) = Р(Х<x) – функция распределения
Значение функции распределения случайной величины Х, распределенной по нормальному закону распределения, получится, если аргумент интегральная равен ИСТИНА (1). Если аргумент интегральная имеет значение ЛОЖЬ (0), то получите значение плотности вероятности нормального распределения (f(x)).

Графики плотности распределения и функции распределения случайной величины Х ( N(65; 2,5) построенные в Excel изображены на рис. 2.1.

Вероятность попадания случайной величины Х в интервал (c, d) определяется по формуле:

Р(c <X<d)=P(X<d)–P(X<c)=                                             2.6
=НОРМРАСП(d;65;2,5;1) – НОРМРАСП(c;65;2,5;1).
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Рис. 2.1. Плотность распределения (кривая Гаусса) и функция распределения нормально распределенной случайной величины.

Если случайная величина нормально распределена и имеет среднее арифметическое равное нулю и среднее квадратическое отклонение равное единицы, то её называют стандартизованной а для вычисления вероятности попадания в интервал таких случайных величин в Excel существует функция:
НОРМСТРАСП(х)=Р(Х<х) = 0,5 +Ф(х),

которая возвращает интегральное стандартное распределение.

Ф(х) называют интегральной функцией  Лапласа. Для ее вычисления созданы специальные таблицы. 
При статистических исследованиях оценок довольно часто приходится решать обратную задачу: находить значение варианты (х) по заданной вероятности. Для этого в Excel имеются обратные функции, позволяющие её решить:
НОРМОБР (вероятность;а;() и НОРМСТОБР (вероятность).
2.2.2. РАСПРЕДЕЛЕНИЯ, СВЯЗАННЫЕ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Несмотря на широкое распространение нормального распределения, в некоторых случаях при построении статистических моделей возникает необходимость в использовании других распределений. Приведем примеры некоторых функций в Excel.
ЛОГНОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
Свидетельством близости распределения к логнормальному является значительная ассиметрия, обусловленная ограничением Х>0.Например, может использоваться для описания распределения доходов банковских вкладов, месячной заработной платы, посевных площадей и т.д. 

Функция ЛОГНОРМРАСП(х; среднее; стандартное_откл)

используется для анализа данных, которые были логарифмически преобразованы. Возвращает интегральное логарифмическое нормальное распределение для х, где ln(x) является нормально распределенным с параметрами среднее и стандартное_откл.

ХИ-КВАДРАТ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
Чаще всего это распределение используется для определения критического значения статистики с заданным уровнем значимости ( ((=(2(), для которого выполняется равенство Р( (2 ( (2()=(.
Синтаксис: ХИ2РАСП(x; степени_свободы) = Р( Х>х)
x — значение, для которого требуется вычислить распределение.

степени_свободы — число слагаемых минус число линейных связей между элементами совокупности.

Если задано значение вероятности, то функция ХИ2ОБР позволяет найти значение x, для которого справедливо равенство

ХИ2РАСП(x, степень_свободы) = р.

В функции ХИ2ОБР для поиска применяется метод итераций. Если поиск не закончится после 100 итераций, функция возвращает сообщение об ошибке #Н/Д.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СТЬЮДЕНТА (t)
Это распределение имеет важное значение для статистических выводов. Функция СТЬЮДРАСП возвращает вероятностную меру «хвостов» распределения.

Её синтаксис: 

СТЬЮДРАСП(x; степени_свободы; хвосты)= Р((Х(>x)
x— численное значение, для которого требуется вычислить распределение;

степени_свободы — целое, указывающее число степеней свободы;

хвосты — число возвращаемых хвостов распределения. 

Если «хвосты» = 1, то функция СТЬЮДРАСП возвращает одностороннее распределение (вероятность правого хвоста).

Если «хвосты» = 2, то функция СТЬЮДРАСП возвращает двухстороннее распределение.

При этом значение х не должно быть отрицательным. 

Так как функция симметричная относительно нуля, то справедливо следующие равенства:

СТЬЮДРАСП(x;степени_свободы;2)=2·СТЬЮДРАСП(x;степ_свободы; 1),
Р(-х ( t ( х)=1 – СТЬЮДРАСП(x;степени_свободы;2).

Функция СТЬЮДРАСПОБР(вероятность; степени_свободы) является обратной для распределения Стьюдента и соответствует положительному значению х для которого задана вероятность суммы двух «хвостов».

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ФИШЕРА
Эту функцию можно использовать, чтобы определить, имеют ли два множества данных различные степени разброса результатов. Например, можно проанализировать результаты тестирования старшеклассников и определить, различается ли разброс результатов для мальчиков и девочек.

Синтаксис: FРАСП(x;степени_свободы1;степени_свободы2)=Р(Х>x)
x— значение, для которого вычисляется функция;

степени_свободы1— число степеней свободы числителя;

степени_свободы2—число степеней свободы знаменателя.

Обратное значение для F-распределения вероятностей возвращает функция FРАСПОБР. 

Если p = FРАСП(x;...), то FРАСПОБР(p;...) = x.

2.2.3. РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДИСКРЕТНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ В EXCEL
БИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
Распределение используется для моделирования случайной величины с конечным числом испытанной. В каждом испытании случайная величина может принимать только два значения: успех или неуспех (0 или 1). Вероятность успеха постоянна и не зависит от результатов других испытаний. Биномиальное распределение описывает общее число успехов при указанном числе испытаний. Данное распределение требует указать два параметра: число испытаний (n) и вероятность успеха (р).
Пример 2.1. Группа из 20 студентов сдает экзамен. Вероятность сдать экзамен по данным прошлых лет равна 0,3. Отобрано 5 человек составьте закон распределения случайной величины Х – числа студентов, сдавших экзамен.
В ячейку В7 помещена функция БИНОМРАСП(А7; $B$1; $B$2; 0) (рис 2.3.). Скопируйте формулу для остальных ячеек столбца В, как показано на рис. 2.2. Чтобы получить данные столбца С надо в качестве аргумента интегральная поставить единицу. 
С помощью функции БИНОМРАСП можно получить только вероятности равные числу успеха к (интегральная равна нулю) или не большие к (интегральная равна единицы). Для вычисления других вероятностей надо воспользуйтесь значениями столбцов В и С. Значения в столбцах D, E, F находятся по формулам:
D7 = C7 – B7; E7 = 1 – C7; F7 = 1 – E7.

Для построение диаграммы биномиального распределения выделите ячейки В7:В12 и нажмите кнопку мастер диаграмм на стандартной панели инструментов. Отформатируйте её как показано на рис. 2.2.

В качестве обратной функции к БИНОМРАСП в Excel рассматривается функция КРИТБИНОМ. Её синтаксис:
КРИТБИНОМ(число_испытаний; вероятность_успеха; альфа)=Р(Х<=x).
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Рис. 2.2. Биномиальные вероятности и гистограмма
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Рис. 2.3. Диалоговое окно функции БИНОМРАСП

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
Распределение возвращает вероятность заданного количества успехов в выборке, если заданы: размер выборки (n), количество успехов в генеральной совокупности (m) и размер генеральной совокупности (N). Функция ГИПЕРГЕОМЕТ используется для задач с конечным числом элементов генеральной совокупностью, где каждое наблюдение — это успех или неудача, а каждое подмножество заданного 
размера (x) выбирается с вероятностью равной 
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Синтаксис: 
ГИПЕРГЕОМЕТ(число_успехов_в_выборке; размер_выборки; число_успехов_в_совокупности; размер_совокупности)

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПУАССОНА
Обычное применение распределения Пуассона состоит в предсказании количества событий, происходящих за определенное время, например: количество машин, появляющихся за 1 минуту на станции техобслуживания.
Синтаксис: ПУАССОН(x; среднее; интегральная)

x — количество событий.

среднее — ожидаемое численное значение.

интегральная — логическое значение, определяющее форму возвращаемого распределения вероятностей.
Если аргумент «интегральная» имеет значение ИСТИНА, то функция ПУАССОН возвращает интегральное распределение Пуассона, то есть вероятность того, что число случайных событий будет от 0 до x включительно.
Если этот аргумент имеет значение ЛОЖЬ, то вычисляется значение функции плотности распределения Пуассона, то есть вероятность того, что событий появится равно x раз.

2.3. ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ
Величина оценки (*, найденная по выборке, является лишь приближенным значением неизвестного параметра (. Вопрос о точности оценки в математической статистике устанавливается с помощью соотношения:

Р((( –(* ( <(( ) = (,                                                 2.7
где ( – доверительная вероятность или надежность интервальной оценки (принимает значения 90%, 91%,…99%, 99,9%);

(( – предельная ошибка (точность) оценки. Для случайной величины, имеющей нормальное распределенние 
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2.8
Значение 
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 вычисляется с помощью функции Лапласа, если ( задано в условии по формуле 
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Если стандартное отклонение находится по выборке, то рассматривают два случая:

1) n < 30 используется функция Стьюдента: 
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2) n ( 30 используется функция Лапласа  
[image: image28.wmf]g

g

=

)

(

2

t

Ф


Если раскрыть модуль в уравнении (2.7), то получим неравенство:
(* – (( < ( < (* + ((.

Числа (1 = (* – (( и (2 = (* + (( называют доверительными границами, а интервал ((1, (2) – доверительным интервалом или интервальной оценкой параметра (. 
Границы доверительного интервала симметричны относительно точечной оценки (*. Поэтому точность оценки (( иногда называют половиной длины доверительного интервала.

Так как (* величина случайная, то границы доверительного интервала могут меняться, кроме того, они будут меняться с изменением доверительной вероятности, поэтому соотношение (2.7) следует читать так: «со статистической надежностью ((100% доверительный интервал ((1, (2) содержит параметр генеральной совокупности (». 

Рассмотрим на примерах, как строятся доверительные интервалы для математического ожидания, дисперсии и среднего квадратического отклонения нормально распределенного количественного признака Х.
2.3.1 ДОВЕРИТЕЛЬНЫЙ ИНТЕРВАЛ ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ С ИЗВЕСТНОЙ ДИСПЕРСИЕЙ.

При построении доверительного интервала используется функция НОРМОБР для СВ Х ( N(а,(). Границы доверительного интервала можно определить из уравнений:
Р(Х > (2) = Р(Х < (1) = (1 – ( ) / 2,

где 1 – (  = (   называют уровнем значимости.

Пример 2.2. Спонсоры телевизионных программ хотят знать, сколько времени дети проводят за экраном телевизора. После опроса 100 человек оказалось, что среднее число часов в неделю соответствует 27,5 часов, а средне квадратическое отклонение равно 8,0 часов. Найдите 95% доверительный интервал для оценки среднего количества часов в неделю, которое дети проводят за просмотром телепередач 
На основании исследований с 95% вероятностью можно утверждать, что за просмотром телевизора дети проводят от 25,93 до 28,65 часов. Формулы для вычисления приведены на рис 2.4. 
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Рис. 2.4. Результаты построения доверительного интервала в Excel для примера 2.2
2.3.2. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЙ ИНТЕРВАЛ ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ С НЕИЗВЕСТНОЙ ДИСПЕРСИЕЙ.

Как правило, дисперсия оцениваемого параметра является величиной неизвестной. Тогда находят исправленную выборочную дисперсию, а доверительный интервал строится с помощью t-распределения (Стьюдента).
Функция СТЬЮДРАСПОБР() возвращает значение t, для которого:
P(|X| > t) = 1–(,
 где X – это случайная величина, соответствующая распределению Стьюдента и 
P(|X| > t) = P(X < -t or X > t).

Пример 2.3. Владелец таксопарка хочет спрогнозировать свои расходы на следующий год. Основной статьей расходов является покупка топлива. Так как бензин стоит дорого, владелец стал использовать газ. Были выбраны восемь такси, и оказалось, что число миль на галлон соответственно равно 28,1, 33,6, 41,1, 37,5, 27,6,36,8, 39,0 и 29,4. Оцените с доверительной вероятностью 95% средний пробег на один галлон газа для всех такси в парке, предполагая, что он распределен нормально.
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Рис. 2.5. Формулы для построения доверительного интервала
 при неизвестной дисперсии
После исследования оказалось, что средний пробег на один галлон для всех такси в парке находится между 29,71 и 38,81 миль на галлон. Формулы для вычисления приведены на рис.2.5.
2.3.3. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЙ ИНТЕРВАЛ ДЛЯ ДИСПЕРСИИ И СРЕДНЕГО КВАДРАТИЧЕСКОГО ОТКЛОНЕНИЯ.

Рассмотрим нормально распределенную случайную величину, дисперсия ((2) которой неизвестна. По результатам n наблюдений: x1, х2,……хn можно определить среднее значение (x (1.1) и исправленную выборочную дисперсию S2 (2.4).

Теперь с доверительной вероятностью ( определим половину длины доверительного интервала ((, для которого выполняется условие:

Р(((2 – S2( <(( ) = (.

Доверительный интервал для дисперсии запишется в виде неравенства: 

S2 – ((<(2< S2+((.

Выборочня исправленная дисперсия несмещенная оценка генеральной дисперсии равна: S2=((Хк–(Х)2/(n-1).

Так как x1, х2,……хn – результаты независимых наблюдений нормально распределенной СВ, значит сумма квадратов ((Хк–(Х)2/ (2 имеет (2 распределение с n–1 степенью свободы. Выразив (2 через (2(n–1) и S2, получим:
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Тогда уравнение 2.9 примет вид:


[image: image32.wmf]g

=

D

+

<

c

-

<

D

-

Þ

g

=

D

+

<

c

-

<

D

-

g

g

g

g

)

S

)

1

n

(

S

S

(

P

)

S

)

1

n

(

S

S

(

P

2

2

2

2

2

2

2

2

,

из которого доверительный интервал для (2:
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С помощью функции ХИ2ОБР можно найти верхнюю и нижнюю границы (1 и (2 для (2:
(1 = (21 – ((2 , n–1 = ХИ2ОБР(1 – ((2 , n–1)             2.10
и (2 = (2((2 , n–1 = ХИ2ОБР(((2 , n–1).                      2.11
Подставив найденные значения в уравнения:
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получим верхнюю и нижнюю границы доверительного интервала для дисперсии:
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Доверительный интервал для среднего выборочного значения ( получится, если извлечь корень из каждой части предыдущего неравенства.
2.3.4. ДОВЕРИТЕЛЬНЫЙ ИНТЕРВАЛ ДЛЯ ДОЛИ  ПРИЗНАКА  ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ
Проводится серия из n испытаний, в каждом из которых наблюдается событие А (событие может произойти или нет). Пусть событие произошло m раз, тогда w=
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 называют частотой появления события А или выборочной долей признака. Если р вероятность с которой событие может произойти (называют генеральной долей распределения количественного признака) в каждом из испытаний, то частота w=
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 является точечной несмещенной оценкой вероятности р.
Зададим доверительную вероятность ( и найдем такие числа р1 и р2 для которых выполняется соотношение

Р( р1 < p < p2) = (.

Интервал (р1, р2) является доверительным интервалом для р, отвечающий надежности (.

При большом числе испытаний Бернулли (np > 10) выборочная доля является нормально распределенной случайной величиной 
w ( N(w; w(1–w) /n),
где w(1–w)/n   является дисперсией выборочной доли признака,
     а  w             её математическим ожиданием.
Тогда доверительный интервал генеральной доли признака можно найти, используя функцию Лапласа:
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Рассматривают два случая: большое количество проведенных испытаний и малое. В случае малого объема выборки найти р1 и р2 можно с помощью специальных таблиц распределения Бернулли.

При нахождении предельной ошибки для любой статистики

для безвозвратных выборок дисперсия, найденной статистики умножается на поправочный коэффициент (1 –n/N),

где n/N –доля обследованной совокупности в генеральной совокупности.

2.4. ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ О ЧИСЛОВЫХ 

       ЗНАЧЕНИЯХ ПАРАМЕТРОВ НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ.
Данные выборочных обследований часто являются основой для принятия одного из нескольких решений. При этом любое суждение о генеральной совокупности будет сопровождаться случайной погрешностью и поэтому может рассматриваться лишь как предположительное.

Под статистической гипотезой понимается всякое высказывание о виде неизвестного распределения, или параметрах генеральной совокупности известных распределений, или о равенстве параметров двух распределений, или о независимости выборок, которое можно проверить статистически, то есть опираясь на результаты случайных наблюдений.
Наиболее часто формулируются и проверяются гипотезы о числовых значениях параметров генеральной совокупности, подчиняющихся одному из известных законов распределения: нормальному, Стьюдента, Фишера и др.

2.4.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ГИПОТЕЗЫ
Подлежащая проверке гипотеза называется основной (нулевой) обозначают её Н0. Содержание гипотезы записывается после двоеточия (Н0: ( = (0;   Н1: ( > (0;   Н1: ( < (0. 
Каждой основной гипотезе противопоставляется альтернативная (конкурирующая) гипотеза Н1 (Н1: ( ( (0; Н1: ( < (0; Н1: ( > (0). Как правило, основной гипотезе можно противопоставить несколько альтернативных гипотез. Если выборочные данные противоречат гипотезе Н0, то гипотеза отклоняется, в противном случае принимается.
Статистическая проверка гипотез, основанная на результатах выборки, связана с риском, принять ложное решение. Если по выборочным данным основная гипотеза отвергнута, в то время как для генеральной совокупности она справедлива, то говорят об ошибке первого рода. Вероятность допустить такую ошибку принято называть уровнем значимости и обозначать ( (10%, 9%,…1%). 
Рассматривается и ошибка второго рода, когда основная гипотеза принимается, в действительности же верной оказывается альтернативная гипотеза. В таком случае говорят об ошибке второго рода, а вероятность допустить эту ошибку обозначают (, величину 1–( называют мощностью критерия.
Поскольку ошибки первого и второго рода исключить невозможно, то в каждом конкретном случае пытаются минимизировать потери от этих ошибок. Увеличение объема выборки является одним из таких путей.
2.4.2. КРИТЕРИИ ПРОВЕРКИ. КРИТИЧЕСКАЯ ОБЛАСТЬ

Вывод о соответствии выборочных данных с проверяемой гипотезой делается на основе некоторого критерия. Критерий проверки гипотезы реализуют с помощью некоторой статистики ( (статистической характеристики определяемой по выборочным данным). Эту величину принято обозначать:
U – если она нормально распределена с а=0 и (=1,
Z – если она нормально распределена с а и (,

T – если она распределена по закону Стьюдента,

(2 – если она распределена по закону (2,

F – если она имеет распределение Фишера.
После выбора критерия множество всех его возможных значений разбивают на два непересекающихся подмножества. Одно содержит значения критерия, при которых нулевая гипотеза отклоняется, это множество значений называют критической областью. Другое, называют областью принятия гипотезы – содержит совокупность значений, при которых нулевая гипотеза принимается.

Вычисленное по выборке значение критерия (() может принадлежать одному из этих множеств и в зависимости от этого нулевая гипотеза принимается, если ( принадлежит области принятия гипотезы и отвергается в противном случае. Точки, разделяющие эти две области, называют критическими и обозначают (кр.

Различают три вида критических областей:
левосторонняя Р(( < (кр) = (;
правосторонняя Р( ( > (кр) = ( и 
двухсторонняя Р( ( ( ( > (кр) = (.

Если ( попадает в критическую область, то надо говорят, что основная гипотеза отвергается в пользу альтернативной при заданном уровне значимости.

2.4.3 ОБЩАЯ СХЕМА ПРОВЕРКИ ГИПОТЕЗЫ

Проверка гипотезы с помощью уровня значимости.

1. Формулируется нулевая гипотеза и альтернативная ей.

2. Выбирается уровень значимости.

3. Определяется критическая область и область принятия гипотезы.
4. Выбирают критерий, и находят его расчетное значение по выборочным данным. 

5. Вычисляют критические точки.
6. Принимается решение.

Другим способом проверки гипотезы является вывод р-значения (значения вероятности). В этом случае не указывается уровень значимости и не принимается решения об отбрасывании нулевой гипотезы. Вместо этого проверяем насколько правдоподобно, что полученная оценка соответствует значению генеральной совокупности. При левостороннем или правостороннем критерии рассчитываются вероятности попадания статистики ( в критическую область. Если применяется двухсторонний критерий, то оценивается разность между выборочным средним и предполагаемым средним совокупности по модулю. Если р-значение мало, то выборочное среднее значительно отличается от среднего совокупности.

2.4.4 ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О МАТЕМАТИЧЕСКОМ ОЖИДАНИИ (m0) НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ ПРИ ИЗВЕСТНОЙ ДИСПЕРСИИ

Пусть генеральная совокупность имеет нормальное распределение, причем её математическое ожидание равно m0, а дисперсия равна (2. По выборочным данным найдено m=(x. Есть основания утверждать, что m = m0?

Н0: m = m0

Н1: m > m0 (или Н1: m < m0; или Н1: m ( m0)
На рис. 2.6. приведены возможные варианты проверки нулевой гипотезы. Результаты проверки включают в себя решение о принятии нулевой или альтернативной гипотез, основанные на уровне значимости альфа и р-значении.
Пример 2.4. Клиенты банка в среднем снимают со своего счета 100$ при среднем квадратическом отклонении ( = 50$. Если выплаты отдельным клиентам независимы, то, сколько денег должно быть зарезервировано в банке на выплаты клиентам, чтобы их хватило на 100 человек с вероятностью 0,95? Каков при этом будет остаток денег, гарантированный с той же надежностью, если для выплат зарезервировано16000$?
На каждого клиента банк резервирует сумму в 160$. По выборочным данным эта сумма составляет 100$.

Проверим гипотезу, может ли банк снизить свои резервы, то есть основная гипотеза может быть записана Н0: 100$ = 160$.

В качестве альтернативной гипотезы рассмотрим ситуацию: «банк сможет обеспечить клиентов, если расчетная сумма выплат для каждого клиента будет снижена до 100$», тогда Н1: m = 100 < m0 = 160$. 
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Рис. 2.6. Формулы для нормального распределения
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Рис.2.7. Пример левостороннего критерия нормального распределения
Принимается гипотеза Н1 (рис2.7)., что означает: банк может снизить сумму резервов до 10000$. Используя р-значения можно сделать вывод, если альтернативная  гипотеза верна (в среднем клиент берет 100$ и меньше), то с вероятностью 100%, случайная величина m (N( 100$, 50$).

С надежностью 95% можно гарантировать, что у банка имеется остаток более 6000$.
2.4.5. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О МАТЕМАТИЧЕСКОМ ОЖИДАНИИ ПРИ НЕИЗВЕСТНОЙ ДИСПЕРСИИ.

Пусть генеральная совокупность имеет нормальное распределение, причем её дисперсия неизвестна. Данная ситуация более реалистична, чем предыдущая. Пусть есть основания утверждать, что m = m0.

По результатам выборки найдем (Х и S2.Сформулируем основную гипотезу:
Н0: m = m0,
Н1: m ≠ m0.
где m0 – нормативное значение.

Введем статистику:
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которая имеет распределение Стьюдента с n–1 степенью свободы. Зададим уровень значимости альфа и найдем критическую область. На рис. 2.8 приведены формулы левостороннего, правостороннего или двухстороннего критериев проверки среднего выборки с использованием распределения Стьюдента.
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Рис. 2.8. Метки и формулы для t–критерия.
Пример 2.5. Производитель выпускает стальные стержни. Для улучшения качества планируется внедрить новую технологию, которая получить стержни по средней прочности лучшие на излом. Текущий стандарт прочности на излом составлял 500 фунтов.
Характеристики прочности стержней, произведенных по новой технологии, представлены в D3:D14 рис. 2.9. сформулируем гипотезу об увеличении прочности стержней.

Если 

Н0: m=500,

H1: m>500.
Возьмем выборочное среднее m=505,25 и проверим правосторонний критерий. Результаты приведены на рис. 2.9.
Новая технология позволит улучшить среднюю прочность стержней. Так как р<1%, то можно с уверенностью сказать, что новая технология дает статистически существенные изменения показателя прочности на излом.
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Рис. 2.9. Пример правостороннего t-критерия

Построим сравнительные графики новой технологии и стандарта (рис2.10).
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Рис. 2.10. Сравнительный график новой технологии и стандарта

Большинство наблюдений превышает стандартную прочность излома стержней. Такая ситуация практически невозможна, если случайная величина имеет нормальное распределение со средним значением 500 фунтов следовательно по данным выборки можно предположить, что новая технология дает увеличение прочности.

2.4.6. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ ОТНОСИТЕЛЬНО ДОЛИ ПРИЗНАКА

Рассматривается два основных типа задач: 
1) сравнение выборочной доли признака (w) с генеральной долей (р)
Н0: w = p,

H1: w ≠ p.

Для проверки этой гипотезы используют статистику :
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которая имеет нормальное распределение U(N(0,1). 
Критическое значение этой статистики можно найти по заданному уровню значимости ( с помощью функции НОРМСТОБР см. рис.2.6.

2)  для сравнения долей признака двух выборок w1 и w2 выдвигается гипотеза: что две выборки из одной совокупности с долей признака р, а полученное расхождение есть результат случайностей, сопровождаемых отбором.
Н0: w1 = w2,

H1: w1 ≠ w2.
Для больших выборок вводится статистика   ( = w1 –w2, имеющая 
М(=0;     D( = р(1-р)( w1 + w2), где 
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Используют функцию НОРМРАСПОБР для поиска критического значения по уровню значимости альфа, и сравнивают с расчетным значением
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Малые выборки (n1, n2 – малые числа) не могут быть исследованы с помощью нормального распределения. 
3. ОЦЕНКА СРЕДНЕГО ПО ДВУМ ВЫБОРКАМ

При анализе экономических показателей довольно часто приходится сравнивать две генеральные совокупности. Например, можно сравнить два варианта инвестирования по размерам средних дивидендов, качество знаний студентов двух университетов – по среднему баллу на комплексном тестовом экзамене. Если дисперсии известны, то можно использовать Двухвыборочный z-тест для средних. Кроме этого существуют три варианта Двухвыборочный t-тестов. Эти три средства допускают следующие условия: равные дисперсии генерального распределения, дисперсии выборок не равны, а также представление двух выборок до и после наблюдения по одному и тому же субъекту.

Для запуска этих инструментов анализа данных надо выполнить действия меню Сервис/Анализ данных выберите из списка нужный вам пункт.

Для выполнения таких проверок инструментами анализа Excel требуется наличие двух выборок, оценка полагаемой разницы между средними значениями выборок и альфа – уровень значимости. Все перечисленные критерии предполагают, что рассматриваемые совокупности нормально распределены, и выборки получены случайно.

3.1. СЛУЧАЙ РАВНЫХ ДИСПЕРСИЙ.

Рассмотрим данный критерий на примере.
Пример 4.1. На заводе проводится эксперимент по оценке новой технологии сборки устройств. Рабочие делятся на две группы; одна обучается новой технологии, другая – стандартной. В конце обучения измеряется время (в минутах), необходимое рабочему для сборки устройства. Результаты приведены в диапазоне А1:В10 рис 4.1. Можно ли сделать вывод, исходя из данных выборок, что время сборки по новой технологии меньше, чем по стандартной.
На листе Excel постройте графики для выборок Стандартная и Новая. Разброс (дисперсии равны) данных практически одинаковый, этот вывод можно сделать, изучив амплитуды колебания графиков (рис. 4.1). Маркеры графика Новая расположены ниже, поэтому можно предположить, что среднее время сбора устройств по новой технологии меньше.

Выдвигаем гипотезу: «Среднее время сборки по новой технологии не изменилось», . эту гипотезу можно записать в виде:

Н0: mн – mст=0.

Н1: mст – mн > 0.

Н1 альтернативная гипотеза, утверждающая «Новая технология сокращает время сборки». Необходимо проверить левосторонний критерий для основной гипотезы. 
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Рис. 3.1. Данные для сравнения новой и стандартной технологий и
 их графическое представление
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Рис. 3.2. Диалоговое окно критерия при одинаковых дисперсиях
В диалоговом окне Анализ данных и выберите Двухвыборочный t-тест с одинаковыми дисперсиями. Заполните поля, как показано на рис.3.2. и нажмите кнопку ОК. результат появится на листе Excel в диапазоне D4: F16, как на рис 3.3.
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Рис.3.3. Результаты проверки гипотезы
Описание полученных результатов сравнения средних двух выборок (рис.3.3).
Объединенная дисперсия – это взвешенное среднее выборочных дисперсий, со степенями свободы каждой дисперсии в качестве весов (8). Она является оценкой общей дисперсии двух выборок и используется для определения стандартной ошибки разности средних.

df – число степеней свободы критерия (18-2).

t-статистика вычисляется как отношение разности средних к стандартной ошибке.

Р(Т<=t) одностороннее является односторонним р-значением, если t<0; если t>0 то р=1- Р(Т<=t). Двухстороннее р-значение равно удвоенному одностороннему р-значению.

Найденное расчетное значение t-статистика=1,649 и t-критическое равное 1,746 сравниваем с учетом, что рассматривалась правосторонняя критическая область, делаем вывод: «Н0 принимается». С 5%  уровнем значимости мы не можем отвергнуть предположение о равенстве средних значений выборки.

Если бы рассматривалась левосторонняя гипотеза, то:

tкр = – t-критическое одностороннее.

Можно построить доверительный интервал для разности средних значений выборок (результат в диапазоне Н3:I8 рис. 3.4).
Среднее разности находится как разность E3 – F3,

t – статистика для разности равна t критическому двухстороннему (Е14),

стандартная ошибка найдена делением (I3 –E8)/ Е10.
Половина длины равна произведению t на стандартную ошибку. 
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Рис. 3.4. Доверительный интервал при равенстве дисперсий
Доверительный интервал для разности средних значений равен (-1,046; 8,379) с вероятностью 95%.
3.2. СЛУЧАЙ РАЗНЫХ ДИСПЕРСИЙ.

В данном случае не предполагается равенство дисперсий выборок, но сохраняется требование их нормальности и независимости.

Для принятия решения в таких случаях надо использовать Двухвыборочный t-тест с различными дисперсиями.
Пример 3.2. Для производства нового продукта предлагается две схемы размещения рабочих. Шесть случайно отобранных рабочих собирают изделие по схеме А, а другие восемь  – по схеме В. Время сборки записывается соответственно в столбец А и В рис 3.5. Можно ли сделать вывод с 5% уровнем значимости, что время сборки различаются в схемах, при условии, что они нормальные.

Построим диаграммы данных выборок и сравним среднее время сборки и разброс.
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Рис 3.5. Время сборки изделия по разным схемам и
 графическое представление разброса данных

Сравнивая графики для схем А и В можно сделать вывод, что разброс данных в схеме А больше, однако среднее время сборки меньше.

Выдвинем гипотезу: «Размещение рабочих не влияет на время сборки изделий:

Н0: mА = mВ.

Н1: mА ( mВ.
В качестве альтернативной гипотезы выдвинем предположение: «время сборки изделий по схеме А и В не равны».

Для проверки этой гипотезы следует применить двухсторонний критерий. Инструкции по использованию t-теста те же, что и в примере 4.1. Результаты применения критерия приведены на рис.3.6.
Сравнивая расчетное значение t-статистики и t-критическое двухстороннее можно сделать вывод, что принимается гипотеза Н0, то есть размещение рабочих не влияет на время сборки изделий.

Используя р-значение 0,180 (18%) можно сделать вывод, что с вероятностью18% можно получить выборку со средним отличающимся на 1,6 мин в любом направлении. Доверительный интервал для разности средних составил (-4,138; 0,938).
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Рис. 3.6. Результаты проверки гипотезы и построения доверительного
 интервала для разности средних двух выборок.
3.3. ПАРНЫЙ ВЫБОРОЧНЫЙ КРИТЕРИЙ
Критерий используется в случае, когда одна и та же группа наблюдается дважды. Обычно это происходит при измерении характеристик до и после эксперимента. Например, студенты могут тестироваться дважды до и после курса по некоторой дисциплине. Можно использовать критерий и для других естественных пар наблюдений.

Пример 3.3. Исследователь хочет определить, имеется ли разница в успешности автомобильных сделок при их проведении продавцами женского и мужского пола. Для этого были выбраны восемь продавщиц и определена комиссия, заработанная каждой в прошедшем году. Так как опытность влияет на размер комиссии, то исследователь записала и стаж работы для каждой из восьми женщин. Данные приведены в столбцах А и В рис. 3.7. Для проверки предположения были взяты продавцы с тем же стажем работы, что и женщины; значения комиссий мужчин приведены в столбце С рис.4.7. Можем ли мы с уровнем значимости 5% утверждать, что женщины имеют существенно другие показатели, по сравнению с продавцами мужчинами?
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Рис 3.7. Парные выборки данных и результаты анализа.

Доверительный интервал для разности средних выборок.

Нулевая гипотеза состоит в том, что разность средних совокупностей равна нулю. Однако по результатам выборок получено среднее значение разности и она равна 2,25 тыс. рублей. Тогда в качестве альтернативной гипотезы рассмотрим утверждение, что продавцы различных полов имеют различные показатели. Для проверки гипотез применим Двухвыборочных парный t-тест для средних. После его запуска в диапазоне F1:H14 будут помещены результаты применения этого критерия. Они практически ничем не отличаются от предыдущих результатов (пример 4.1, пример 4.2), только в ячейке G7 содержится коэффициент корреляции.

Принимая решение, для данного теста мы вынуждены принять гипотезу о равенстве средних значений комиссии у продавцов мужчин и женщин. Об этом говорят значения t и tкр: –2,365<1,895<2,365.

В случае проверки с гипотезы с помощью р-значения (р(14%) можно с вероят
ностью 14% получить выборку с разностью меньшей чем –2,25 тыс. рублей или 
большей, чем 2,25 тыс. рублей.

В диапазоне J1:K7 представлены вычисления 95% доверительного интервала для разности средних выборок.

4. АНАЛИЗ ДИСПЕРСИЙ

F-распределение может быть использовано для проверки нулевой гипотезы о равенстве дисперсий двух выборок. Критерий предполагает, что выборки из генеральной совокупности независимы и нормально распределены.

Двухсторонний критерий применяется в случае, если альтернативная гипотеза состоит в том, что дисперсии выборок различны. Для этого составляется отношение дисперсий, которое сравнивается с единицей.

Если альтернативная гипотеза проверяет утверждение о том, что дисперсия одной выборки строго больше дисперсии другой выборки, применяется односторонний критерий.

Напомним, что заданный уровень значимости альфа для двухстороннего критерия делится пополам. 

В примере 3.2. проверялась гипотеза о равенстве средних значений выборок, представляющих две схемы размещения рабочих мест. При этом предполагалось, что дисперсии этих выборок не равны. Воспользуемся данными этого примера и проверим гипотезу о равенстве дисперсий. Применим двухсторонний F тест для 10% уровня значимости (5% на каждый хвост распределения) для проверки нулевой гипотезы о равенстве дисперсий. В качестве альтернативной гипотезы рассматривается утверждение, что дисперсии не равны. На рис. 4.1. приведены данные F-теста. Значение F-статистики записано в ячейке Е8 и равно 3,060. в ячейке Е9 приведены данные р-значения, которое является правосторонней вероятностью получить значение большее или равное F-статистики. Критическое значение для правосторонней области находится в ячейке Е10 и равно 3,972. такое же значение будет иметь правая граница двухсторонней области с уровнем значимости 10%. На рис. 4.1. в столбце I найдено критическое значение для левой границы. Так как F=3,060 меньше Fкр=3,972, мы не можем отвергнуть нулевую гипотезу равенства дисперсий.
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Рис. 4.1. Результаты выборочного F-критерия.
Можно не использовать двухвыборочный F -тест для проверки гипотезы о равенстве дисперсий, а воспользоваться функцией FРАСПОБР, которая имеет синтаксис FРАСПОБР(вероятность;степенисвоб1; степенисвоб2), т.е. Fкр=FРАСПОБР(0,05; 5; 7)=3,972. Значение статистики F тоже легко находится с использованием встроенных функций Excel.

5. КРИТЕРИЙ ХИ-КВАДРАТ (КРИТЕРИЙ СОГЛАСИЯ)

Этот критерий используют для проверки гипотезы о виде распределения выборки. Её проверка состоит в том, чтобы на основе сравнения фактических и теоретических частот сделать вывод о соответствии фактического распределения аредполагаемому. В критерии используется статистика:
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где q – число групп, на которое разбито распределение;

 mi – теоретическая частота, рассчитанная по предполагаемому распределению;
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– наблюдаемая (фактическая) частота признака в i-той группе.

Статистика 6.1 подчиняется ХИ-квадрат распределению с (q-1-k) степенями свободы, где к – число параметров генерального распределения, вычисляемых по выборочным данным. В таблице 6.1. указывается значение к для основных видов распределения.
Число параметров для основных видов распределения   Таблица 5.1. 
	Распределение
	Функция Excel
	Параметры 
	к

	Нормальное
	НОРМРАСП()
	 а, (
	2

	Пуассона
	ПУАССОН()
	 (
	1

	Биномиальное 
	БИНОМРАСП()
	р
	1

	Показательное
	ЭКСПРАСП()
	 (
	1


В некоторых случаях сравнение может проводиться с заранее данным распределением, или с распределением у которого часть параметров указана (а не рассчитывается по выборочным данным). В этом случае число к (параметров генерального распределения) уменьшается.

Для применения критерия ХИ-квадрат требуется выполнение условий:
1. экспериментальные данные должны быть независимыми;

2. объем выборки должен быть достаточно большим (не менее 50);

3. частота в каждой группе должна быть не менее 5. Если это условие не выполняется, то проводят объединение малочисленных интервалов, при этом частоты объединенных интервалов суммируются.
При полном совпадении теоретического и фактического распределений (2 = 0, в противном случае (2 > 0. Проверка гипотезы о равенстве распределений (Н0) осуществляется с помощью 
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, которое находится по заданному уровню значимости. Гипотеза Н0 принимается, если 
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, в противном случае отвергается
Основанием для выдвижения гипотезы о виде распределения генеральной совокупности могут служить:

1. формальные свойства числовых характеристик выборочных данных: 

a. равенство нулю ассиметрии и эксцесса является признаком нормального распределения;

b. дисперсия и среднее значение выборки равны является признаком распределения Пуассона и т.д;

2. графический анализ выборочных данных: полигон, гистограмма, функция накопленных частот их сравнение с теоретическими функциями известных распределений.
Если статистический ряд не является интервальным, то его данные подвергаются группировке и представляются в виде q интервалов равной длины. Далее находят количество вариант, попавших в каждый частичный интервал. Если значения статистического ряда являются равноотстоящими вариантами с заданными частотами, то данные можно и не группировать.
5.1. Проверка гипотезы о нормальном распределении генеральной совокупности

В предыдущих примерах мы пользовались тем, что значения выборки распределены по нормальному закону распределения. Рассмотрим применение критерия согласия, проверяющего справедливость гипотезы о наличии нормального распределения в совокупности на примере.
Пример 5.1. Чтобы установить гарантийный срок на товар, производитель хочет проверить является ли срок службы выпускаемого товара нормально распределенным. Случайным образом отобранные 200 единиц товара при проверке распределились следующим образом по количеству отработанных часов:
	Количество часов
	Менее 150
	150 –

160
	160 –170
	170 –

180
	Более 180

	Ед. товара
	15
	54
	78
	42
	11


Запишем нулевую и альтернативную гипотезы:

Н0: Совокупность сроков службы нормально распределена.

Н1: Совокупность сроков службы имеет другое распределение.

Проверку будем проводить с помощью встроенных функций Excel. Для этого внесем данные, как показано на рис. 5.1 в ячейки A7:B11.
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Рис. 5.1. Лист критерия согласия
ШАГ 1. Найдите среднее значение и дисперсию интервального ряда по формулам 1.1 и 1.2. Для этого в ячейки D15:D19 занесите середины интервалов. Середина первого интервала определяется по формуле:

= Правый конец – 5,

где пять половина длины следующего интервала. Аналогично вычисляется середина последнего интервала, только учитывается половина длины предшествующего интервала. В диапазон Е15:Е19 скопируйте фактические частоты. В ячейку Е20 запишите формулу: =СУММ(E15:E19).

В ячейку F15 поместите произведениеximi =D15*E15 и скопируйте в остальные ячейки диапазона F15:F19. Теперь можете воспользоваться формулой 1.1 для определения среднего, значение которого поместите в ячейку В4.
Дисперсию найдите самостоятельно, для этого лучше воспользоваться формулой: 
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Сначала выполните следующие действия в ячейках G15:G19 найдите х2, а в H15:H19 – x2m. Результаты оформите как показано в таблице 6.2:

В ячейке С4 (рис.6.1) находится среднее квадратическое отклонение, которое определяется по формуле 1.3
Данные для вычисления дисперсии             Таблица 5.2

	x
	m
	x*m
	x^2
	x^2*m

	145
	15
	2175
	21025
	315375

	155
	54
	8370
	24025
	1297350

	165
	78
	12870
	27225
	2123550

	175
	42
	7350
	30625
	1286250

	185
	11
	2035
	34225
	376475

	сумма
	200
	32800
	
	5399000

	среднее
	
	164
	Дисперсия
	99

	
	
	
	СтандОтк
	9,949874


ШАГ 2. В столбце «Вероятность» (рис.5.1) находится вероятность попадания случайной величины в соответствующий интервал. Для вычисления этих значений использовалась функция НОРМРАСП. Для первого интервала левым концом является минус бесконечность, поэтому в ячейку С8 запишите формулу:
=НОРМРАСП(B7;$B$4;$C$4;1).
Для последнего интервала находим Р(Х>х) = 1 – Р(Х<x), поэтому вычисление проводится по формуле:

=1-НОРМРАСП(A11;$B$4;$C$4;1)

Для вычисления вероятности попадания в интервал (хi-1, xi) воспользуйтесь формулой 2.6:
=НОРМРАСП(B8;$B$4;$C$4;1)-НОРМРАСП(A8;$B$4;$C$4;1)
ШАГ 3. Диапазон «Ожидаемая частота» вычисляется как произведение соответствующих значений столбца «Вероятность» на объем выборки (200).

ШАГ 4. Столбец F представляет собой слагаемые формулы 6.1, вычисляемые по формуле:   =(C7-E7)^2/E7.
В примере рассматривается пять интервалов, а количество параметров предполагаемого распределения два (среднее и стандартное отклонение) рассчитывается по выборке, поэтому число степеней свободы (СС) равно двум (5-2-1=2). В ячейки А14:В19 введите формулы согласно рис. 5.2.
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Рис. 5.2. Формулы для расчета критического значения.
В ячейке В19 делается вывод, что распределение часов работы, выпускаемого товара нормальное, это же подтверждает и р-значение.

5.2. Проверка гипотезы о распределении генеральной совокупности по закону Пуассона
Параметром этого распределения является ( –среднее значение. Поэтому по выборочным данным надо найти (х и взять его в качестве оценки параметра (. Напомним, что дискретная случайная величина, имеющая распределение Пуассона, может принимать неотрицательные целые значения. Рассмотрим использование критерия Хи-квадрат для проверки гипотезы о распределении случайной величины по закону Пуассона на примере.
Пример 5.2. Проведено наблюдение за числом вызовов такси в праздничные дни. Для этого анализировалось 100 случайно выбранных одно минутных интервалов времени. Число вызовов такси в минуту распределилось следующим образом:
	хi
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	mi
	8
	28
	31
	18
	9
	6


Проверить, используя критерий Хи-квадрат, гипотезу о том, что число вызовов согласуется с законом Пуассона с уровнем значимости (=5%.
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Рис. 5.3. Формулы для расчета теоретических частот
ШАГ 1. Внесите данные на лист Excel и найдите теоретические частоты (диапазон D2:D7), как показано на рис 5.3.

ШАГ2. Найдите слагаемые формулы 5.1. Для этого скопируйте значения фактических и теоретических частот, как показано на рис. 5.4, в ячейку С12 запишите формулу: =(A12-B12)^2/A12.
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Рис. 5.4. Критерий согласия для распределения Пуассона
Можно сделать вывод о том, что число вызовов такси в праздничные дни имеет распределение Пуассона.

5.3. Проверка гипотезы о распределении генеральной совокупности по равномерному закону
Пусть случайная величина Х распределена равномерно на отрезке [a, b] выборочные данные сгруппируйте по частичным интервалам одинаковой длины и найдите соответствующие частоты. Для каждого интервала вычислите вероятность попадания 
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, а затем теоретические частоты по формуле npi.
Пример 6.3. На рис.6.5 приведена частота появление на остановке автобусов определенного маршрута, имеющих интервал движения, пять минут (b – a=5). Проверьте гипотезу о равномерном законе распределения.
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Рис. 5.5. Лист критерия согласия для проверки гипотезы
о равномерном распределении

При проверке гипотезы, так же как и в случае нормального распределения найдено критическое значение (рис. 5.2) и р-значение, которое характеризует вероятность выполнения гипотезы Н0: можно утверждать, что она выполняется для 90% выборочных данных. В ячейке В15 сделан вывод о том, что гипотеза о равномерном распределении движения автобусов принимается.
6.4. Проверка гипотезы о распределении генеральной совокупности по показательному закону

Как и в предыдущих проверках, выборочные данные сгруппируйте и запишите в виде последовательности частичных интервалов и соответствующих им частот. Найдите выборочное среднее значение (х. Параметр показательного распределения ( (таблица 6.1) замените оценкой:
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Вероятности попадания случайной величины в интервалы определите с помощью функции ЭКСПРАСП.
Выполните расчеты как показано на рис. 5.6. Столбцы E, F заполните как в примере 5.1. В столбце вероятность:

В ячейку D4 запишите =ЭКСПРАСП(B4;$F$19;1);

В ячейку D5 поместите =ЭКСПРАСП(B5;$F$19;1)-ЭКСПРАСП(A5;$F$19;1), скопируйте её в остальные ячейки столбца D.

Сравнивая критическое и расчетное значение статистики ХИ-квадрат при 5% уровне значимости, можно сделать вывод, что нет оснований отвергать гипотезу Н0 можно считать данные выборки (рис 5.6) распределены по показательному (экспоненциальному) закону распределения.
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Рис. 5.6. Критерий согласия для показательного распределения
5.5. Проверка гипотезы о распределении генеральной совокупности по биномиальному закону распределения
Пример 5.4. В библиотеке отобрано 200 партий по пять книг для обучения студентов в семестре. Каждому студенту было предложено заполнить опросный лист числа повреждений  в книге. В итоге был получен вариационный ряд:
	Число повреждений в одной выборке
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	Количество книг
	72
	77
	34
	14
	2
	1


При уровне значимости 5% проверьте гипотезу о биномиальном распределении числа повреждений в книгах.
Биномиальное распределение имеет один неизвестный параметр – р, который надо оценить w по выборочным данным. Проведем все расчеты в Excel (рис. 5.7).
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Рис. 5.7. Лист критерия согласия
Выделенные ячейки следует объединить в одну группу, тогда количество рассматриваемых интервалов равно четырем.

Относительная частота находится по формуле =B4/$B$10.

Прежде чем перейти к столбцу вероятность найдите оценку W параметра р, используя формулы рис. 5.8. 
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Рис. 5.8. Формулы для оценки вероятности
Столбец вероятность заполните с помощью формул :

Е4 = БИНОМРАСП(A4;5;$E$15;1);

Е5 =БИНОМРАСП(A5;5;$E$15;1)-БИНОМРАСП(A4;5;$E$15;1);

Остальные ячейки заполняем, копируя полученную формулу.

Вывод: можно считать число повреждений в книге подчиняется биномиальному закону распределения.

5.6. Использование статистики ХИ-квадрат для изучения зависимостей двух переменных
Одним из приложений критерия (2 является его использование при анализе таблиц сопряженности двух переменных для установления факта наличия и уровня значимости их взаимосвязи. Для этого выдвигается нулевая гипотеза: связи между рассматриваемыми переменными нет, в противном случае связь между переменными существует с уровнем значимости альфа.
Пример 5.5. Компания продает четыре сорта колы в Москве. Чтобы определить, будет ли успешным тот же способ распространения в Ростове и Краснодаре, фирма анализирует связь между предпочтениями и городом потребителя. Аналитик распределяет покупателей на четыре класса по предпочтениям сортов колы: обычная, без кофеина и сахара, только без кофеина, только без сахара. Опрашивают 250 случайно выбранных потребителей колы из трех городов и записывают их предпочтения. В результате получается таблица частот.
	
	Обычная
	Без коф. и сах.
	Без коф.
	Без сах.

	Москва
	72
	8
	12
	23

	Ростов
	26
	10
	16
	33

	Краснодар
	7
	10
	14
	19


Так как аналитик определяет связь между городом и предпочтением определенного вида колы, то нулевая и альтернативная гипотезы следующие:

Н0: Классификации статистически независимы.

Н1: Классификации зависимы.

На лист Excel поместим данные о распространении сортов кофе в диапазон В5:Е7 (рис 6.8). Расчет ожидаемых частот проводится в предположении, что нулевая гипотеза выполняется, то есть переменные независимые, а значит вероятность их произведения равна произведению вероятностей каждой их них. Поэтому таблица ожидаемых частот строится по формуле:
Ожидаемая частота = Сумма по столбцу* Сумма по строке
                                               Общая сумма.
Ожидаемые частоты поместите в диапазон В12:Е14. Для их вычисления, воспользуйтесь смешанной и абсолютной ссылками на ячейки сумма по строке, сумма по столбцу, общая сумма. Результаты вычисления приведены на рис. 6.9.

Для сравнения ожидаемых и фактических частот воспользуемся ХИ2ТЕСТОМ (рис. 5.8). В ячейку В17 внесите формулу:

=ХИ2ТЕСТ(B5:E7;B12:E14).

Получите р-значение равное 0,00000013, которое определяет вероятность выполнения нулевой гипотезы. Можно сделать вывод, что нулевая гипотеза отвергается, то есть люди из разных городов предпочитают различные сорта колы.
Проверим эту же гипотезу с помощью статистики ХИ-квадрат. Слагаемые формулы 6.1 найдем с помощью Фактических и Ожидаемых частот. Для этого в ячейку В21 введите формулу:

=(B5-B12)^2/B12,

и скопируйте её для всего диапазона В21:F23 (рис.5.9).
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Рис 5.8. Лист для проверки р-значения
1. Сумму слагаемых ХИ-квадрат поместите в ячейку В25 (рис.5.9).
2. В ячейке В27 задайте уровень значимости (альфа равно 0,01).

3. Число степеней свободы (СС) найдите по формуле:

СС=(Число строк – 1) *(Число столбцов – 1).

4. Критическое значение (В29) найдем с помощью =ХИ2ОБР(B27;B28).

5. В ячейку В30 помести функцию:

=ЕСЛИ(B25>B29;"Отвергнуть Н0";"ПринятьН0")

Так как ХИ-квадрат больше критического значения, то принимается гипотеза Н1.
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Рис. 5.9. Лист со статистикой ХИ-квадрат
6. КРИТЕРИЙ КОЛМОГОРОВА–СМИРНОВА

Этот критерий является альтернативой критерию ХИ-квадрат. Его применение не требует вычисления ожидаемых частот и может использоваться для малых выборок. Данные должны представлять случайную выборку и обязательно должна быть сформулирована гипотеза о распределении генеральной совокупности. Нулевая гипотеза утверждает, что генеральная совокупность имеет выбранное распределение с определенным уровнем значимости.
Применение критерия Колмогорова-Смирнова основано на оценке разности функции накопленных частот F*(х) и функции распределения F(х), найденной в предположении, что нулевая гипотеза верна. Статистика критерия вычисляется по формуле:
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где F*(xi) – функция накопленных частот для i-того значения или интервала;
 F(xi) – функция распределения в точке xi.

Если D больше критического значения, взятого из таблицы соответствующего критерия для объема выборки n и уровня значимости (, то нулевая гипотеза отклоняется. В противном случае нулевая гипотеза принимается. Для большого объема выборки используется предельное распределение критерия.
Если необходимо проверить нулевую гипотезу о принадлежности двух выборок (объема n1 и n2) одной и той же генеральной совокупности, то строится статистика:
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 – функции накопленных частот, построенные по первой и второй выборкам соответственно;  
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Статистика сравнивается с критическим значением (( = Р(( ( ((), значения которой находятся по таблице критических точек распределения Колмогорова:

	Уровень значимости (
	20%
	10%
	5%
	2%
	1%
	0,1%

	((
	1,073
	1,224
	1,358
	1,520
	1,627
	1,950


Гипотеза Н0 принимается, если ( ( (( и отклоняется в противном случае.
Пример 6.1. Получена случайная выборка о среднем дневном заработке, руб/день, для пяти работников: 288, 231, 249, 146, 291. можно ли считать на 10% уровне значимости, что выборка проведена из нормально распределенной генеральной совокупности со средним значением а=200 руб/день и (=50 руб/день.

Н0: выборка взята из нормально распределенной генеральной совокупности с а=200 руб/день и (=50 руб/день;

Н1:  нет оснований утверждать, что выборка взята из нормально распределенной генеральной совокупности с а=200 руб/день и (=50 руб/день.
Вычисления проведем в Excel, как показано на рис.6.1.
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Рис. 6.1. Лист критерия Колмогорова
ШАГ 1. Заполните диапазон А5:А9 выборочными данными и отсортируйте их по возрастанию.
ШАГ 2. Найдите относительные частоты для перечисленных вариант и поместите их в столбец В.

ШАГ 3. Для определения значений функции накопленных частот в ячейку С5 внесите формулу: = В5, в ячейку С6 запишите: =C5+B6 и скопируйте её для ячеек диапазона С7:С9.

ШАГ 3. Для заполнения столбца D, внесите в ячейку D5 формулу:

 =НОРМРАСП(A5;200;50;1)
и скопируйте её на остальные ячейки диапазона D6: D9.
ШАГ 4. В ячейку Е5 внесите формулу: =ABS(C5-D5) и скопируйте для остальных ячеек диапазона Е5:Е9
ШАГ 5. Найдите максимальное значение статистики D и сравните с критическим, взятым из таблицы при уровне значимости 10% и числе степеней свободы равном пяти. Сравнивая эти можно сделать вывод, что выборка взята из нормально распределенной генеральной совокупности с а=200 руб/день и (=50 руб/день.

Контрольная работа для заочников.

N– последние две цифры номера зачетки;

n–последняя цифра номера зачетки.
K – критерий для исследования.
Находится по формуле К = n Mod 3:

если К=0, то двухсторонняя критическая область;

если К=1, то правосторонняя критическая область;

если К=2, то левосторонняя критическая область;

Задача 1. При обследовании 50 семей получены данные о количестве иждивенцев, которые имеют БИНОМРАСП() с числом испытаний равным 8 и вероятностью успеха 0,01*N (сгенерировать с помощью пакета Анализа данных). Определите среднее количество иждивенцев в семье. Охарактеризуйте колеблемость количества иждивенцев в семье с помощью показателя вариации. Опишите полученные результаты.
1) построить статистический ряд распределения;

2) построить гистограмму, полигон, кумуляту;

3) вычислить выборочное среднее;

4) вычислить выборочную дисперсию.
Задача 2. По данным выборки (Выборка 1), удовлетворяющей нормальному закону распределения, вычислить:

1) исправленное выборочное среднее квадратическое отклонение;

2) доверительный интервал для математического ожидания при доверительной вероятности γ;
3)доверительный интервал для дисперсии и среднего квадратического отклонения при доверительной вероятности γ.

γ = 0, 9 n. Например последняя цифра 1, тогда γ = 0,91.

Задача 3. По данным выборки (Задача1) проверить гипотезу о нормальном распределении генеральной совокупности при уровне значимости α =0,01*n. Если n =0, то возьмите n=10. Исходные данные надо сгруппировать в виде m частичных интервалов равной длины и составить интервальный статистический ряд. Дальнейшие действия выполнить как в примере 6.1. В ответе привести:

1) выбранную гипотезу о виде закона распределения;

2) вычисленное значение критерия;      

3) критическое значение;

4) вывод о принятии или не принятии гипотезы.

Задача 4.  По данным двух выборок нормального закона распределения проверить гипотезу о равенстве генеральных средних (при конкурирующей гипотезе об их неравенстве)  при уровне значимости α. =0,01*n , если n =0 то вместо него возьмите n=10.. Определите:
1) выборочное среднее для первой выборки;

2) выборочное среднее для второй выборки;

3) вычисленное значение критерия;

4)критическое значение;

5) вывод о принятии или не принятии гипотезы.

Задача 5. Проверьте гипотезу о равенстве дисперсий двух нормально распределенных совокупностей, используя двухвыборочный F-тест из пакета Анализ данных (раздел 5). В качестве выборочных данных выбрать столбцы, соответствующие последним двум цифрам вашей зачетки.
              ВАРИАНТЫ  КОНТРОЛЬНЫХ  ЗАДАНИЙ
	N=13, тогда
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 Выборка1 берется из первого столбца
	
	
	
	 

	 Выборка2 берется из третьего столбца
	
	
	
	 

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	48,50
	43,61
	51,22
	56,38
	55,99
	58,67
	39,08
	48,83
	55,48
	44,57

	46,55
	41,55
	40,77
	45,11
	46,13
	39,41
	47,16
	47,98
	50,67
	48,17

	48,37
	48,15
	56,71
	49,57
	49,07
	47,43
	59,86
	54,33
	61,88
	46,73

	58,31
	41,94
	52,69
	54,51
	59,59
	49,58
	47,38
	53,38
	48,09
	53,79

	42,78
	45,76
	42,39
	48,19
	49,84
	50,14
	48,39
	60,97
	41,29
	46,32

	37,11
	57,24
	43,60
	46,73
	53,79
	52,33
	54,37
	52,98
	43,14
	44,42

	53,47
	51,61
	45,30
	48,80
	50,66
	52,79
	50,69
	45,45
	59,42
	52,44

	50,36
	54,15
	54,31
	46,82
	45,38
	55,56
	43,99
	42,21
	53,56
	53,19

	61,03
	57,22
	56,52
	50,56
	50,01
	52,27
	49,87
	44,73
	41,13
	54,14

	52,22
	53,09
	51,07
	44,87
	56,19
	48,44
	45,80
	45,89
	47,86
	47,73

	47,38
	54,25
	52,57
	46,96
	56,52
	41,20
	52,75
	49,42
	50,21
	46,73

	47,25
	54,25
	54,02
	52,28
	53,46
	58,15
	51,52
	52,94
	59,26
	48,32

	55,19
	50,72
	55,71
	49,26
	46,10
	55,38
	47,09
	52,67
	52,73
	48,42

	47,80
	43,17
	59,96
	47,17
	50,43
	48,83
	64,18
	56,26
	54,40
	56,66

	50,94
	52,71
	48,75
	43,89
	56,33
	48,56
	43,47
	53,82
	53,92
	52,14

	52,02
	46,76
	53,62
	52,63
	55,38
	36,15
	52,32
	57,34
	41,39
	50,23

	56,77
	58,44
	51,19
	50,73
	59,27
	49,79
	46,72
	54,54
	49,95
	55,20

	52,17
	57,27
	49,39
	45,19
	42,31
	37,17
	50,52
	51,50
	49,91
	51,00

	51,29
	57,38
	50,43
	44,42
	43,05
	50,96
	54,76
	42,46
	46,95
	52,62

	48,92
	48,28
	49,18
	47,80
	45,99
	53,22
	50,29
	56,32
	51,31
	50,29


Функция распределения
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